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1.1     简  介



当数据集有明确的标签时, 可利用标签信息进行监督学习, 发现数据内在影响关系, 然而, 在一些实际问题

中, 标签数据有时较难获取或者无法获取,此时, 通常使用无监督学习对数据进行贴签, 聚类分析是无监督学

习的典型代表.

所谓聚类是指根据某种规则, 将样本集中具有相似特征的样本进行分组的过程, 每个分组组成一个“簇”, 不

同簇之间互不相交, 所有簇的并集构成整个样本集, 以簇中心表示簇内所有样本的特性. 聚类过程使得同一

簇内样本的相似度尽可能高, 不同簇间样本的相似度尽可能低, 从而达到“物以类聚”的目的.

目前, 聚类算法被广泛应用于实际问题中, 例如：企业对客户的价值分析,由于数据量较大, 通常很难采用人

工方式定义某一客户是重点客户或者一般客户, 此时可通过聚类算法将客户分为不同簇, 每个簇表示一个

类别, 然后通过领域专家判断每个类别的特性.

本章将介绍几种较为常用的聚类算法, 在此之前, 首先介绍聚类算法中的重要概念——相似度.



1.2     相似度



相似度在聚类算法中至关重要, 是聚类算法的核心问题, 具体表现在两个层面：(1) 不同的聚类算法其相似

度计算方法也不同; (2) 同一聚类算法采用不同的相似度计算将得到不同的聚类效果. 本节主要介绍数据对

象间相似度和簇间相似度.



聚类是对所有数据对象或样本进行一定的处理, 达到“物以类聚”的目标. 此过程涉及不同样本之间相似度的

刻画, 选取不同的相似度将产生不同的聚类结果, 本节介绍几种样本之间相似度的度量方法.

每一个样本可以看作是一个向量, 所有样本则是向量空间中点的集合, 可以采用向量之间的距离度量刻画

样本之间的相似度. 假设 X = (X1, · · · ,Xp)T、Y = (Y1, · · · , Yp)T、Z = (Z1, · · · , Zp)T 表示三个样本, 其中 p 表

示样本特征的维数, 给定函数 d(·, ·), 若其满足下面四个性质, 则称为距离度量:

▶ (1) 非负性：d(X,Y ) ⩾  0;

▶ (2) 同一性：d(X,Y ) = 0 当且仅当 X=Y ;

▶ (3) 对称性：d(X,Y ) = d(Y ,X);

▶ (4) 直递性：d(X,Y ) ⩽  d(X, Z) + d(Z,Y ).



1. 闵可夫斯基距离 (Minkowski distance)

闵可夫斯基距离是常用的距离度量, 其计算公式如下：
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▶ 上式中 t ⩾  1. 下面介绍闵可夫斯基距离的三种特殊形式.

▶ 当 t = 1 时, (1.2.1) 式称为曼哈顿距离, 定义为
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▶ 当 t = 2 时, (1.2.1) 式称为欧氏距离, 定义为
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▶ 当 t = ∞ 时, (1.2.1) 式称为切比雪夫距离, 定义为
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2. 马氏距离 (Mahalanobis distance)

马氏距离可视为欧氏距离的一种泛化形式, 一定程度上可以克服欧氏距离中由于不同特征量纲不一致导致

的距离计算的问题.

若样本 X = (X1, · · · , Xp)T, Y = (Y1, · · · , Yp)T 服从同一类型分布且具有相同的协方差矩阵, 其协方差矩阵为 

Σ, 则马氏距离可以表示为

     .YXΣYXY,X   1d  (1.2.5)

▶ 上式中, 当协方差矩阵 Σ 是单位矩阵, 即各个维度独立同分布时, 马氏距离等同于欧氏距离.



3. 夹角余弦

两个向量之间的夹角余弦可用于衡量两者之间的相似性, 当把样本看作向量时, 若两者之间的夹角余弦是 0, 

即角度为      , 则可理解为两者之间是不相关的; 若夹角余弦是 1, 说明两者指向相同方向; 若夹角余弦是 −1, 

说明两者指向相反方向. 夹角余弦绝对值越靠近 1, 表明样本之间的相似度越高.
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因此 X 与 Y 的夹角余弦定义为



4. 相关系数

相关系数介于 −1,1 之间, 常衡量变量之间线性相关的程度, 在样本聚类算法中也可用于样本间相似度的度

量, 其绝对值越接近1, 样本之间的相似度越高; 越接近0, 样本之间相似度越低. 任取两个样本 Xi =(Xi1, · · · , 

Xip)T、Y j = (Yj1, · · · , Yjp)T, 两者之间的相关系数定义为
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▶ 其中              表示 L2 范数 (欧几里得范数),        和          分别表示样本 Xi 和 Yj 的样本均值,2
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▶ 夹角余弦和相关系数常用于刻画变量相似性, 但是用于刻画样本相似性时, 其样本向量的分量的量纳要一致, 例如, 

Xik, Yjk 分别代表第 i 个样本和第 j 个样本在第 k 天的运动时长.



聚类过程将样本集划分为互不相交的簇, 簇间相似度可通过计算簇间距离得到, 簇间距离可以通过样本间

的距离定义. 假设 G1、G2 是两个不同的簇, 两者之间的距离可通过以下方式定义.

1. 最小距离

最小距离由簇间距离最近的两个样本决定, 定义为
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▶ 其中 dij 表示样本 Xi 与 Xj 之间的距离.

2. 最大距离

最大距离由簇间距离最远的两个样本决定, 定义为
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3. 平均距离

平均距离等于两簇之间所有样本间的距离的平均值, 定义为
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▶ 其中 |G1| 表示簇 G1 中包含的样本个数, |G2| 表示簇 G2 中包含的样本个数.

4. 中心距离

两个不同簇中心之间距离定义为中心距离, 假设        表示簇 G1 的中心,       表示簇 G2 的中心, 则中心距离

定义为
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▶ 其中,
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1.3    K 均值聚类



K 均值也称为 K-means, 是一种原理简单、应用广泛的聚类算法. 其目标是将包含 n 个样本的数据集, 按照

某种规则划分到 K 个互不相交的子集中,称为 K 个簇, 相同簇中样本的相似度较高, 不同簇之间样本的相似

度较低.

假设样本集为 X = (X1, · · · , Xn)T, 其中 Xi 表示第 i 个样本. 令µ1, µ2, · · · , µK 是 K 个向量, 表示 K 个簇中心, 

其中µk代表第k个簇的中心. K均值聚类采用欧氏距离计算样本与簇中心之间的距离, 然后将样本置入距离

最近的簇中心所代表的簇中, 这样形成K个互不相交的集合(簇)G1,G2,· · ·,GK, 当 j = k 时满足 Gj ∩ Gk = ∅ , 

并且 .G
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基于欧氏距离, K 均值聚类算法的目标函数为
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计算上述目标函数的最优解并非易事, K 均值聚类算法采用迭代更新策略得到优化问题的近似解. 首先选

取初始簇中心 µk, k = 1, 2, · · · , K, 然后按照欧氏距离最小原则将样本划入不同簇中, 最后更新簇中心, 以便

得到更小的 L(Θ) 值. 将此过程不断迭代下去, 直到聚类结果基本保持不变, 停止计算.K 均值聚类算法的流

程如下：

▶ (1) 从样本集 X 中随机选取 K 个样本向量 {µ1, µ2, · · · , µK} 作为初始簇中心.

▶ (2) 计算每一个样本到 K 个簇中心的距离, 并将样本划入到距离最小的簇中心所代表的簇中.

▶ (3) 重新计算每个簇的中心向量 {µ′1, µ′2, · · · , µ′K}. 若 µ′k ≠µk, 则将 µk更新为 µ′k.

▶ (4) 不断迭代第 (2) 步和第 (3) 步, 直到所有的簇中心不再更新为止.

▶ (5) 算法结束, 输出划分结果.



图 1.1 展示了 K 均值聚类的整个过程, 每张图代表每一次的聚类结果.首先从原始数据集中随机选取三个样

本作为初始聚类中心, 分别用不同颜色的三角形表示, 如图 1.1(a) 所示. 之后计算每个样本与三个聚类中心

的距离,根据距离最近原则将样本划分为颜色各异的三个簇, 如图 1.1(b) 所示. 随后,重新计算每个簇的样本

均值, 作为新的三个聚类中心, 如图 1.1(c) 所示, 此时簇中心已经发生改变, 计算样本到新的簇中心之间的距

离, 得到新的簇划分.不断迭代此过程, 直至聚类中心不再变化.



K 均值聚类是机器学习中常用的无监督学习算法, 其优点是易于实现、拥有较好的性能, 并且相比于其他

机器学习算法具有较少的超参数. 然而, K的取值以及初始簇中心的选择对算法有较大的影响. K 的取值关

乎聚类输出的效果以及可解释性, 应当选取合适的 K 值作为聚类簇数. 初始簇中心的选择影响算法的迭代

效果, 好的初始簇中心能够加快算法的收敛, 反之将影响收敛速度. 本节将从这两个方面对 K 均值算法进行

分析.

1. K 值的确定

在 K 均值算法中, 簇个数 K 的选择对算法最终的输出结果影响较大, 不同的 K 值将产生不同的聚类效果, 

在实际应用中, K 的最优值通常较难获取,本节介绍三种 K 值确定方法.

▶ (1) 根据数据的先验知识确定 K 值, 或者可通过简单数据分析得到 K 的可能取值.



▶ (2) 指示函数确定法：也可称为肘部确定法. 定义一个指示函数, 如图1.2, 横轴表示 K 的取值, 纵轴表示指示函数的

取值. 函数值随着 K 值的变化而变化, 对于选定的某个临界值, 当 K 大于该值时, 函数的变化趋于平缓, 反之小于该

值时, 函数值的变化较为剧烈, 则可选择该值作为最优 K 值. 其中指示函数可以选择误差平方和 ((1.3.1) 式)、平均直

径、平均半径等.

▶ (3) 平均轮廓系数法：轮廓系数的计算公式如下：
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▶ 上式中, Xi 表示第 i 个样本向量, I(Xi) 表示样本 Xi 与其所在簇中其他样本之间的平均距离, B (Xi) 表示样本 Xi 与其

他簇中所有样本之间的平均距离. 由式 (1.3.2) 可计算出每个样本的轮廓系数, 然后再求平均值, 得到平均轮廓系数. 

一般情形下, 平均轮廓系数越接近 1, 聚类效果越好.



实际问题中, 合适的初始簇中心对算法至关重要. 本部分介绍四种选择初始簇中心的方法.

2. 初始簇中心的选择

▶ (1) 根据对数据集的先验知识, 由领域专家设定初始簇中心.

▶ (2) 采用不同的簇中心, 多次运行算法, 选取最优的初始簇中心.

▶ (3) 选择尽可能远离的 K 个点：首先从样本集合中选择一个样本, 然后选择距离此样本最远的样本作为第二个簇中

心, 接着选择距离第一和第二簇中心的中点最远的样本作为第三个簇中心, 依次进行下去, 直到选出 K 个初始簇中

心.

▶ (4) 采用层次聚类 (1.6 节) 等算法进行初始聚类, 利用这些类的中心作为K 均值算法的初始簇中心.



1.4     模糊 C 均值聚类



K 均值聚类算法将样本划分到不同簇, 其结果具有非黑即白的性质, 即非 0 即 1, 所有样本对象均被硬性划

分到某一簇类别, 在很多实际问题中可以达到较好效果, 如是否下雨、是否旅行等; 然而, 这种硬聚类的方

式不适用于类别界限不明确的问题, 如健康程度、冷热程度等. 模糊 C 均值聚类 (fuzzyC-means, FCM) 采用

软聚类思想, 用隶属度描述样本与簇之间的关系, 隶属度表示样本属于某一簇的确定程度.

与 K 均值聚类相似, FCM 算法也是通过最小化目标函数, 不断迭代更新聚类簇中心, 当目标函数收敛时, 算

法停止迭代; 不同的是, FCM 算法在 K 均值聚类算法目标函数的基础上, 增加了隶属度度量, 其表达式为
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▶ 其中, n 为样本总个数, C 为聚类中心数, m 为隶属度参数, Xi 表示第 i 个样本, µj 表示第 j 个聚类中心, ωi,j
m 用于刻画

隶属度并且满足
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通过拉格朗日乘子法可以得到：
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FCM 算法通过不断迭代更新 ωi,j
m 与 µj 的取值, 最终得到聚类结果, 迭代终止条件可设置为
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▶ 其中, s 表示迭代次数, ε 为给定的误差阈值. 其含义为, 当两次迭代之间的最大隶属度变化量小于给定阈值时, 说明

继续迭代隶属度的变化量也会非常小,此时停止迭代, 得到最终的聚类结果.



FCM 算法的算法流程如下：

▶ (1) 超参数确定：选择合适的聚类簇数 C、隶属度参数 m 以及误差阈值ε;

▶ (2) 初始化隶属度矩阵 ωm,0;

▶ (3) 计算并更新聚类中心 µj ;

▶ (4) 计算并更新隶属度矩阵 ωm,s;

▶ (5) 比较更新前后隶属度矩阵的最大变化量, 如果小于 ε, 算法停止, 否则返回第 (3) 步.



1.5     高斯混合聚类



高斯混合聚类是在概率框架下实施聚类过程, 采用软聚类的思想计算样本被划分到不同簇的概率, 选取概

率最大的簇作为最终的划分结果.

在阐述高斯混合聚类算法之前, 首先给出多变量高斯分布概率密度函数的定义：若样本空间中的 p 维随机

向量 X = (X1, · · · , Xp)T 服从高斯分布,则其概率密度函数为
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▶ 其中, µ 表示均值向量, Σ 表示协方差矩阵, 显然其概

率密度函数由 µ 和 Σ唯一确定. 下面以二维高斯分

布为例, 给出其概率密度函数图像 (如图 1.3).



高斯混合模型 (Gaussian mixture model, GMM) 的聚类算法可分为三个环节：

▶ (1) 假设样本集是由多个高斯分布生成, 每个分布的概率密度函数为式(1.5.1), 不同高斯分布的 µ 和 Σ 值也不同;

▶ (2) 采用 EM 算法不断迭代更新 µ 和 Σ 的值拟合样本数据, 直到算法收敛或者达到最大迭代次数为止;

▶ (3) 利用所计算出的概率密度函数对样本集进行聚类.

其中第 (2) 步是整个算法的核心, 下面将详细推导参数的更新策略.

其中, EM(expectation-maximization) 算法是一种用于估计含有潜在变量 (latent variables) 的概率模型参数的

迭代优化算法, 广泛应用于高斯混合模型的参数估计.

EM 算法是一种迭代优化算法, 用于估计概率模型参数, 特别适用于包含潜在变量的模型. 其中, E 步：使用

当前参数估计计算潜在变量的后验概率(在给定观测数据的条件下潜在变量的概率分布); M 步：最大化完

全数据 (包括观测数据和潜在变量) 的对数似然函数, 更新模型参数.



高斯混合模型和 EM 算法的结合允许数据以不同的概率分布组合来表示, 更灵活地适应各种数据分布. 总

体来说, EM 算法在高斯混合模型中的应用允许通过迭代优化来估计模型参数, 从而实现对复杂数据分布的

建模.EM 算法的有效性在于其对包含潜在变量的概率模型参数估计的鲁棒性和收敛性.

假设高斯混合聚类模型由 K 个高斯分布组成, 每个高斯分布称为一个成分, 每个成分对应一个簇划分, 对高

斯分布进行线性组合得到高斯混合聚类的概率密度函数为
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▶ 其中, µk 和 Σk 分别表示第 k 个混合成分的均值向量与协方差矩阵. λk 是第k 个混合成分系数 (权重), 并且满足
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可以采用最大似然估计求解模型参数 λk, µk 以及 Σk. 假设样本集 X =(X1, · · · , Xn)T, 对数似然函数可以定义

为
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lnln ΣμXX  (1.5.3)

▶ 此时的目标转化为求使得式 (1.5.3) 最大化的 λk、µk 和 Σk, 其中 1 ⩽  k ⩽  K.对于 µk 和 Σk 的求解, 可分别对其求导, 

并令导数等于 0, 即  
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▶ 求解式 (1.5.4), 可以得到,
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▶ 其中,  
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▶ θik 表示第 i 个样本 Xi 被划入第 k 个混合成分的概率, 高斯混合聚类选取max{θik}, k = 1, 2, · · · , K 作为 Xi 的簇划分. 

同理求解式 (1.5.5), 可以得到
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▶ 下面考虑 λk 的求解方法. 由于 λk 满足条件
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▶ 因此需求解带约束的极值优化问题, 采用拉格朗日乘子法容易得到
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通过上述推导过程可以看出, 高斯混合聚类可以采用 EM 算法对参数进行更新, 具体可分为两个步骤：(1) 

根据前一个迭代步 (或初始值) 的参数值计算 θik; (2) 利用第 (1) 步求得的 θik 更新 λk、µk 和 Σk.

高斯混合聚类算法的流程可以概括为：

▶ (1) 参数初始化, 包括 λk、µk、Σk 以及混合成分个数 K.

▶ (2) 根据前一个迭代步 (或初始值) 的参数值计算 θik.

▶ (3) 利用式 (1.5.6)、(1.5.7)、(1.5.8) 更新模型参数 µk、Σk、λk. 若满足停止条件, 则停止迭代; 否则返回第 (2) 步, 继续

迭代计算.

▶ (4) 根据所求得到 θik, 将 Xi 划入到相应簇划分 Ck, Ck = Ck ∪ Xi.

▶ (5) 得到最终的簇划分 C = {C1, C2, · · · , CK}, 算法结束.



1.6     层次聚类



顾名思义, 层次聚类是一个逐层进行聚类的过程, 通过计算相似度形成一种树形结构. 按照形成树形结构方

式的不同可以分为聚合聚类和分裂聚类.

聚合聚类是自下而上进行聚类, 初始状态将每个样本当作一个簇, 然后按照簇间距离最近原则合并两个簇, 

组成一个新簇, 不断迭代此过程, 直到满足条件为止; 分裂聚类是自上而下进行聚类, 初始状态是将样本集

看作一个簇, 然后按照簇间距离最远的原则将样本划分到两个新的簇, 不断迭代此过程, 直到满足条件为止.

本节以聚合聚类为例, 介绍层次聚类的算法思想. 假设样本集为 X =(X1, · · · , Xn)T, 样本个数为 n, 特征维数

为 p, 将样本集划分为 K 个簇, 则聚合聚类的算法流程为：

▶ (1) 将 n 个样本分为 n 个簇, 即每个簇中只包含一个样本.

▶ (2) 对于给定数据集, 通过计算各簇之间的距离得到距离矩阵D =(dij)n×n. 其中dij表示第i个簇与第j个簇之间的距离.

▶ (3) 将距离最近的两个簇合并为一个新簇.

▶ (4) 计算新簇与其他簇之间的距离, 并更新距离矩阵.

▶ (5) 不断迭代 (3)、(4) 两个过程, 直到满足停止条件.



在聚合聚类算法中, 样本之间的距离 (相似度) 计算可以采用 1.2.1节中的方法, 簇间距离的计算可采用 1.2.2

节中的方法. 通常根据距离最小的原则将相似簇进行合并, 算法的停止条件可以是达到设定的簇的个数 K 

或者达到某个指示函数的阈值.

下面通过例 1.1 阐述聚合聚类的算法流程.

例 1.1   假设某数据集中有 4 个样本, 通过计算样本之间的欧氏距离得到如下距离矩阵 D, 请利用聚合聚类

算法将 4 个样本进行聚类.
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0654
6035
5302
4520



▶ (1) 将 4 个样本分为 4 个簇 G1, G2, G3, G4, 每个簇中只有一个样本,则簇间距离矩阵为 D.

▶ (2) 根据 D, 挑选出距离最近的两个簇 G1, G2, 将这两个簇合并为一个新簇 G5 = {G1, G2}, 此时已划分为 3 个簇 G3, G4, 

G5.

▶ (3) 分别计算新簇 G5 与 G3, G4 之间的最短距离, 得到最短距离大小是D35 = 3, D45 = 4.

▶ (4) 可以看出, 距离最近的 2 个簇是 G3, G5, 合并这两个簇形成一个新簇G6 = {G3, G5} = {G1, G2, G3}. 此时已划分为 2 

个簇 G4, G6.

▶ (5) 将 G4, G6 合并为新簇 G7 = {G4, G6} = {G1, G2, G3, G4}, 算法结束.聚类过程可以表示为图 1.4.

解



层次聚类可以达到“分层”的效果, 通过选取不同的聚类簇数, 得到不同层次的聚类结果. 然而算法实现过程

的复杂度较高, 计算量通常高于 K 均值算法.



1.7     DBSCAN 聚类



通常情形下, K 均值聚类一般适用于样本集具有凸形簇状结构 (形似“椭球”的簇结构), 对非凸样本集效果不

够理想. 本节介绍一种既可用于凸样本集, 也可用于非凸样本集的 DBSCAN (density-based spatial clustering 

of applications with noise) 方法.

DBSCAN 是一种基于密度的聚类方法, 算法假设样本的类别划分可由样本之间分布的紧密程度决定, 紧密

程度较高的样本被划分到相同簇, 反之, 被划分到不同簇, 最终, 通过样本之间的紧密程度得到聚类结果. 由

此可见, 紧密程度的刻画是 DBSCAN 算法的核心.

DBSCAN 算法采用邻域描述样本集分布的紧密程度, 邻域由 (ε, M) 表示, 其含义是某一样本 ε 邻域内的样

本个数不超过 M. 下面给出与描述样本集 X = (X1, · · · , Xn)T 紧密程度相关的一些概念：

▶ ε-邻域: 对于 X 中的任一样本 Xj , 其 ε 邻域 Nε(Xj ) 表示与该样本距离不大于 ε 的所有样本组成的集合, 即 Nε(Xj ) = 

{Xi ∈ X|d(Xi, Xj ) ⩽  ε}, 其中 d(Xi, Xj ) 表示 Xi 与 Xj 之间的距离, 例如闵可夫斯基距离.

▶ 核心对象: 对于 X 中的任一样本 Xj , 若其所对应的 Nε(Xj ) 中样本个数不小于 M, 则称 Xj 是核心对象.

▶ 密度直达: 若 Xi ∈ Nε(Xj ), 并且 Xj 是一个核心对象, 则称样本 Xi 由样本 Xj 密度直达.



▶ 密度可达: 对于 X 中的任意两个样本 Xi 和 Xj , 若存在样本序列 q1,q2, · · · , qt 满足 q1 = Xj , qt = Xi, 并且 ql+1 由 ql 密

度直达, 其中 1 ⩽  l ⩽  t−1,则称样本 Xi 由样本 Xj 密度可达.

▶ 密度相连: 对于 X 中的任意两个样本 Xi 和 Xj , 若存在一个样本 Xl 使得 Xi和 Xj 均可由 Xl 密度可达, 则称 Xi 和 Xj 密

度相连.

▶ 图 1.5 描述了上述基本概念, 如图所示, 样本 A、B 和 O 均是核心对象,Y 由 A 密度直达, A 和 B 由 O 密度直达, X 由 

B 密度直达; X 和 Y 均由 O密度可达; X 与 Y 密度相连.



基于上述基本概念, 可以给出 DBSCAN 算法中簇的定义：由密度可达关系导出的最大密度相连的样本集

合, 即为聚类结果的一个簇.

DBSCAN 算法的目标是从样本集中找出所有满足簇定义的簇划分, 由此可见 DBSCAN 不需要预先给定簇

划分的个数. 在寻找簇划分时, DBSCAN从样本集中选择一个没有被划分的核心对象作为“种子”, 寻找由

该核心对象密度可达的所有样本构成一个样本子集, 即为一个簇划分; 然后选择另外一个没有被划分的核

心对象作为“种子”, 依次进行下去, 直到所有核心对象均被划分为止.

给定样本集 X = (X1, · · · , Xn)T, DBSCAN 算法的流程可以描述为：

▶ (1) 初始化 ε、M、核心对象集 Ω = 、聚类簇数 k=0 以及未被访问的样本集 Φ = X;

▶ (2) 遍历样本集中的所有样本, 找出核心对象, 将其添加到 Ω 中, 此时 Ω存储了所有的核心对象;

▶ (3) 若 Ω = , 则算法结束, 否则进行第 (4) 步;

▶ (4) 记录当前未被访问的样本集合: Φ∗  = Φ, 在 Ω 中随机挑选一个核心对象 o, 初始化队列 Ω∗  =<o>, 更新未被访问

的样本集 Φ = Φ − {o};



▶ (5) 在队列 Ω∗  中随机取出一个核心对象 o, 此时 Ω∗  = Ω∗ −<o>, 并找出其 ε 邻域 Nε(o), 令 ∆ = Nε(o)∩Φ, 更新 Φ = 

Φ− ∆, 更新 Ω∗  = Ω∗  ∪(∆ ∩Ω);

▶ (6) 若 Ω∗  = ∅ , 则进行第 (7) 步, 否则返回第 (5) 步;

▶ (7) 令 k = k + 1, 更新当前簇 Ck = Φ∗  − Φ, 更新 Ω = Ω − Ck, 返回第 (3)步;

▶ (8) 输出最终的簇划分 C = {C1, C2, · · · , Ck}.

▶ 注：若队列 Ω∗  中的元素在此前循环中被访问过, 则 Ω∗  中将不再包含此元素.

合聚类等算法相比, DBSCAN 算法不需要提前确定聚类簇数, 并且可应用于非凸数据集的聚类, 在得到聚

类结果的同时还可以识别出异常点. 然而, 当样本集规模较大时, 算法收敛时间较长; 并且算法调优涉及 ε 

和 M 两个参数,不同参数组合对聚类的结果影响较大, 调参工作量较为复杂.



1.8     其他类型聚类方法



聚类方法多种多样, 针对不同的应用场景可能会产生比传统聚类方法更好的算法, 因此在使用聚类方法解

决实际问题时, 应当根据问题本身的特点选择合适的聚类方法. 本节将介绍其他几种常用的聚类方法.



在实际应用中, 数据集通常由数值型和分类型特征组成, 尤其是当数据集由多源数据集成而得时, 如医疗数

据 (包括患者个人信息：姓名、学历、职业、收入情况等; 医疗监测数据：血常规、血脂等)、客户数据 

(包括客户的年龄、性别、种族、消费记录、消费频次、消费金额等) 等. 针对这种混合型数据进行聚类分

析时需进行特殊处理, 本节介绍一种常用的混合型数据聚类方法：K-原型.

K-原型是基于 K 均值方法的一种可以处理混合数据的聚类方法. 与 K均值聚类方法相比, 主要存在两点不

同：(1) 簇中心的选取; (2) 距离的计算.下面针对这两点进行详细阐述.

在 K 均值聚类中, 每个簇选取簇内样本的均值作为当前簇中心, 这种计算方式仅适用于特征都是数值型数

据, 当某些特征是分类型时将无法计算.因此 K-原型方法在计算簇中心时将所有特征分为两部分：数值型、

分类型.对于数值型特征依然计算均值, 对于分类型特征选择众数, 然后将两部分合并起来组成当前簇的中

心. 令样本集为X=(X1, · · · , Xn)T, 不失一般性, 假设任意一个样本 Xi = (Xi1, · · · , Xip)T 包含 p 个特征, 其中 q 

个数值型特征、p − q 个分类型特征. 令 {µ1, µ2, · · · , µK} 表示 K 个簇中心.



K 均值常采用欧氏距离计算样本与簇中心之间的距离, 在 K-原型中数值型特征依然采用欧氏距离, 分类型

特征采用汉明距离, 然后得到样本点与簇中心的距离. K-原型的算法流程可以描述为：

▶ (1) 初始化聚类簇数 K 以及簇中心 {µ1, µ2, · · · , µK};

▶ (2) 计算数据集中样本点 Xi 到 K 个簇中心的距离, 将所有样本划入距离最近的簇中;

▶ (3) 重新计算每个簇的中心;

▶ (4) 重复第 (2) 步、第 (3) 步, 直到满足停止条件 (簇中心变化很小或者达到迭代的最大次数);

▶ 注：对于两个数字来说, 汉明距离就是转成二进制后, 对应的位置值不相同的个数. 例如, 假设有两个十进制数 a =93 

和 b=73, 如果将这两个数用二进制表示的话, 有 a =1011101、b=1001001, 可以看出, 二者的从右往左数的第 3 位、

第 5 位不同 (从 1 开始数), 因此, a 和 b 的汉明距离是 2.



传统的聚类方法可大致分为两种模式：一种是对样本进行聚类 (如根据销售数据对客户类型聚类分析); 另

一种是对特征或者变量进行聚类 (如分析影响青少年成长的因素, 分为积极因素、消极因素等). 这两种模

式均是对单一方向 (样本或者特征) 进行聚类, 通常被称为单向聚类.

尽管单向聚类可以解决多数实际问题, 但仍然存在一些特殊场景并不适合采用单向聚类进行分析, 例如利

用患某种疾病的患者基因数据对患者进行划分, 通常只有少量基因对该病产生影响, 并且不同的基因组合

对疾病的影响也不尽相同, 由于需要同时考虑样本和特征之间的关系, 捕捉局部性质, 单向聚类在利用所有

基因进行聚类分析时效果不佳, 因此利用双向聚类方法解决此类问题得到较多的研究. 近年来双向聚类方

法被广泛应用于基因表达分析、文本数据挖掘等领域, 下面介绍一种双向聚类方法——稀疏双向 K 均值聚

类.

稀疏双向聚类的目标是从原始数据集中根据矩阵元素的相似性提取具有特定结构的子矩阵, 下面介绍几种

常见的类型:



▶ 全局常数型: 子矩阵中的所有元素是同一常数, 即对于子矩阵 B = (btr),其中 1 ⩽ t⩽  T, 1 ⩽ r⩽  R, 满足 btr = c, 其中 c 

是常数, 如图 1.6(a). 实际场景中由于噪声的存在, 通常要求子矩阵在阈值 ε 范围内满足元素为常数.

▶ 行 (列)常数型：子矩阵的每一行 (或列) 的元素为常数. 以行常数为例,对于子矩阵 B = (btr), 其中 1 ⩽ t⩽  T, 1 ⩽ r⩽  R, 

满足 bt1 = bt2 = · · · =btR = ct, 其中 ct 是常数, 如图 1.6(b).

▶ 线性关系型：子矩阵的每行 (列) 的元素是其他任意一行 (列) 的线性组合. 以行满足线性关系为例, 对于子矩阵 B = 

(btr), 其中 1 ⩽  t ⩽  T,1 ⩽  r ⩽  R, 满足 Bt1 = ct2 × Bt2 + θt2, 其中 ct2, θt2 是常数, Bt1 表示矩阵第t1 行. 列满足线性关系

同理可得. 当 ct2 = 1 时, 被称为加法模型, 如图 1.6(c);当 θt2 = 0 时, 被称为乘法模型, 如图 1.6(d).



稀疏双向 K 均值聚类是将K均值聚类拓展到稀疏双向聚类中的一种算法, 求解过程与K均值算法类似. 现给

定原始数据集矩阵为X=(X1,· · ·,Xn)T, 其中n表示样本数, p表示特征数且 Xi =(Xi1,· · · ,Xip)T. 假设n个样本可

以划分为 K1 个类别, 记为G1,G2, · · · ,GK1, p 个特征可以划分为K2 个类别, 记为G∗
1,G∗

2, · · · , G∗
K2. 并且假

设样本 Xi 中的元素 Xij 的期望E(Xij ) = µls, 其中 µls 表示 Xij 属于第 l 个样本类别、第 s 个特征类别所对应子

矩阵中的元素均值. 双向聚类的目标函数为
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▶ 由式 (1.8.1) 可以看出, 当 K1 = 1 时, 转化为关于特征的 K 均值聚类, 当K2 = 1 时, 转化为关于样本的 K 均值聚类.

为了增强聚类结果的可解释性, 并且减少类别方差, 可对式 (1.8.1) 中的µls 施加 Lasso 惩罚, 此时目标函数可

变为
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▶ 其中 λ 是非负参数.



显然稀疏双向 K 均值聚类是 K 均值聚类的一种泛化形式, 在利用稀疏双向 K 均值聚类算法时, 通常先将原

始数据集矩阵 X 进行中心化处理, 然后再进入算法流程. 算法参数的求解过程与 K 均值算法相似, 可以利

用迭代求解的思想不断更新参数的取值, 直到参数在某个阈值 ε 范围内不再变化或者达到最大迭代次数时

停止计算.



1.9      聚类实践


